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 (5) Колебательное движение

Механические колебания – общее введение
	Виды и признаки колебаний 
	

   

	



	       В физике особенно выделяют колебания двух видов – механические и электромагнитные и их электромеханические комбинации, поскольку они чрезвычайно актуальны для жизнедеятельности человека. Так, механические колебания плотности воздуха воспринимаются нами как звук, а быстрые электромагнитные колебания – как свет. С помощью звука и света мы получаем основную часть информации об окружающем нас мире. 
       Для колебаний характерно превращение одного вида энергии в другой: кинетической - в потенциальную, магнитной - в электрическую и т.д. 

       Колебательным движением называются процессы, отличающиеся той или иной степенью повторяемости во времени. 

       Несмотря на большое число колебательных явлений, встречающихся в нашей жизни (звук, свет, радиоволны), существуют общие закономерности этих явлений. Поэтому основные учения о механических колебаниях, которые мы рассматриваем здесь, должны стать фундаментом для изучения любых видов колебаний. 

       Итак, различные колебательные процессы описываются одинаковыми характеристиками и одинаковыми уравнениями. 

       Говоря о колебаниях или осцилляциях тела, мы подразумеваем повторяющееся движение его туда и обратно по одной и той же траектории. Иными словами, такое движение является периодическим. Простейшим примером периодического движения служат колебания груза на конце пружины. Многие другие виды колебательных движений проявляют большое сходство с этими колебаниями; поэтому мы разберем этот пример подробно. Будем считать, что массой пружины можно пренебречь и что пружина установлена горизонтально, как показано на рис. 1.1, а. 
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Рис. 1.1 

К одному концу пружины прикреплен груз массой m, который движется без трения по горизонтальной поверхности. Любая пружина имеет определенное значение длины, при котором с ее стороны на груз не действует сила; в этом случае говорят, что пружина находится в положении равновесия (x = 0). Если сдвинуть груз вправо, растягивая пружину, или влево, сжимая ее, то пружина действует на груз с силой  Fв, которая стремится вернуть его в положение равновесия; такую силу называют возвращающей. Для нашей системы сила  Fв  прямо пропорциональна расстоянию x, на которое сжимается или растягивается пружина: 

 

Fв = –k x
 (1.1.1)

 

       Формула (1.1.1) справедлива до тех пор, пока пружина не сжимается настолько, что ее витки приходят в соприкосновение или не растягиваются сверх предела упругости. Знак минус означает, что возвращающая сила всегда противоположна направлению перемещения x. 
       Постоянная k в формуле (1.1.1) называется жесткостью пружины. Для того чтобы растянуть пружину на длину x, к ней надо приложить внешнюю силу: 

Fвн = + k x 

       Что же произойдет, если пружину растянуть на длину  x = A, как показано на рис. 1.1, б, и затем отпустить? Пружина действует на груз с силой, которая стремится вернуть её в положение равновесия. Но поскольку эта сила сообщает грузу ускорение, груз приходит в положение равновесия со значительной скоростью. Заметим, что в положении равновесия сила, действующая на груз, уменьшается до нуля, а скорость его в этой точке максимальна. Когда груз, проскочив положение равновесия, движется влево, сила со стороны пружины замедляет его в точке  x = –A  (рис. 1.1, в). Груз на мгновение останавливается, а затем начинает двигаться в противоположном направлении, пока не придет в точку  x = A, откуда он начал движение. Затем весь этот процесс повторяется. 

       Из приведенного примера следуют три признака колебательного движения: 

· повторяемость (периодичность) – движение по одной и той же траектории туда и обратно; 

· ограниченность пределами крайних положений; 

· действие силы, описываемой функцией  F = –k x. 

Колебания называются периодическими, если значения физических величин, изменяющихся в процессе колебаний, повторяются через равные промежутки времени. Простейшим типом периодических колебаний являются так называемые гармонические колебания. 
       Любая колебательная система, в которой возвращающая сила прямо пропорциональна смещению, взятому с противоположным знаком (например,  F = –k x), совершает гармонические колебания. Саму такую систему часто называют гармоническим осциллятором. Рассмотрение гармонических колебаний важно по двум причинам: 

· колебания, встречающиеся в природе и технике, часто имеют характер, близкий к гармоническому; 

· различные периодические процессы (процессы, повторяющиеся через равные промежутки времени) можно представить как наложение гармонических колебаний. 

       Периодический процесс можно описать уравнением: 

f (t) = f (t + T). 


       По определению, колебания называются гармоническими, если зависимость некоторой величины  x = f (t)  имеет вид 

 

x = A sin φ        или         x = A cos φ 

 (1.1.2)

 

Здесь синус или косинус используются в зависимости от условия задачи, А и φ – параметры колебаний, которые мы рассмотрим ниже. 




Введение 
    
Параметры гармонических колебаний 
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	       Для изучения колебательного движения нам придется ввести несколько терминов – параметров колебательного движения. 

  Расстояние груза от положения равновесия до точки, в которой находится груз, называют смещением  x. 

  Максимальное смещение – наибольшее расстояние от положения равновесия – называется амплитудой и обозначается буквой A. 

  Выражение, стоящее под знаком синуса или косинуса в формуле (1.1.2)  φ = ωt + φ0, определяет смещение x в данный момент времени t и называется фазой колебания. 

  Если  t = 0, то φ = φ0. Поэтому  φ0  называется начальной фазой колебания. Фаза измеряется в радианах и определяет значение колеблющейся величины в данный момент времени. 

Т.к. синус и косинус изменяются в пределах от -1 до +1, то х может принимать значения от -А до +А (рис. 1.2). 

[image: image8.jpg]



Рис. 1.2 

  Движение от некоторой начальной точки до возвращения в ту же точку, например от  x = A  к  x = –A  и обратно в  x = A, называется полным колебанием. Частота колебаний ν определяется как число полных колебаний в 1 секунду. Частоту, как правило, измеряют в герцах (Гц): 1 Гц равен 1 полному колебанию в секунду. Очевидно, что 
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.

 (1.2.1)

 

  Т – период колебаний – минимальный промежуток времени, по истечении которого повторяются значения всех физических величин, характеризующих колебание 
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.

 (1.2.2)

 

  ω – циклическая (круговая) частота – число полных колебаний за 2π секунд: 

 

ω = 2π ν.

 (1.2.3)

 

       Заметим, что фаза φ не влияет на форму кривой х(t), а влияет лишь на ее положение в некоторый произвольный момент времени t. 
       Например, при  φ0 = 0  мы имеем  x (t) = A cos ωt, как на рис. 1.2, а при  
φ0 = –π/2 - чистую синусоиду  x (t) = A cos (ωt – π/2) = sin ωt. 
       Таким образом, гармонические колебания являются всегда синусоидальными. 
       Кроме того, заметим, что частота и период гармонических колебаний не зависят от амплитуды. Изменяя амплитуду колебаний груза на пружине, мы не изменяем частоту колебаний этой системы. 

       Колебания характеризуются не только смещением, но и скоростью vx и ускорением ax. 

       Если смещение описывается уравнением  x = A sin (ωt + φ0), то по определению 
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,

 (1.2.4) 
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 (1.2.5) 

 

В этих уравнениях  vm = ωA – амплитуда скорости;  vm = –ω2A – амплитуда ускорения. 

       Из уравнений (1.2.4) и (1.2.5) видно, что скорость и ускорение также являются гармоническими колебаниями. 




Виды и признаки колебаний 
    
Графики смещения, скорости и ускорения 
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	      Параметры колебаний запишем в виде системы уравнений:

 

[image: image18.png]x= Asin( @t +),
U, cos(@+45),
o sin @+ ).





 (1.3.1)

 

      Из этой системы уравнений можно сделать следующие выводы:

·      скорость колебаний тела максимальна и, по абсолютной величине, равна амплитуде скорости в момент прохождения через положение равновесия ( [image: image19.png]


). При максимальном смещении ([image: image20.png]


)скорость равна нулю;

·      ускорение равно нулю при прохождении телом положения равновесия и достигает наибольшего значения, равного амплитуде ускорения при наибольших смещениях.

      Ускорение всегда направлено к положению равновесия, поэтому, удаляясь от положения равновесия, тело двигается замедленно, приближаясь к нему – ускоренно. Ускорение всегда прямо пропорционально смещению, а его направление противоположно направлению смещения. Все эти выводы могут служить определением гармонического колебания.

      Графики смещения скорости и ускорения гармонических колебаний приведены на рис. 1.3 и 1.4.
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Рис. 1.3. 

      Начальная фаза φ0 определяется из начальных условий конкретной задачи (точно так же, как и амплитуда А).

      Найдем разность фаз Δφ между фазами смещения х и скорости υx. Для этого воспользуемся (1.3.1):
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Рис. 1.4

      Отсюда видно, что

 

Δφ = φx - φv = π / 2,

 (1.2.2)

 

      то есть скорость опережает смещение по фазе на  π/2.

      Аналогично можно показать, что ускорение, в свою очередь, опережает скорость по фазе на  π/2:

 ax = – am sin (ω t + φ0) = am sin (ω t + φ0 + π) = am sin (φa), 

      т.к. [image: image24.png]—sin @=sin( T+&)



, то φa - φv = ω t + φ0 + π - ω t - φ0 - π/2 = π/2, 
или

 

φv - φa = - π/2. 

 (1.3.3) 

 

      Тогда ускорение опережает смещение на  π, или

 

φx - φa = - π, 

 (1.3.4)

 

      то есть смещение и ускорение находятся в противофазе. Все выше- изложенное хорошо иллюстрируется рис. 1.3.




Параметры гармонических колебаний 
    
Уравнение гармонических колебаний 
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	      Второй закон Ньютона позволяет, в общем виде, записать связь между силой и ускорением, при прямолинейных гармонических колебаниях материальной точки (или тела) с массой m. 

      Т.к. исходя из второго закона  [image: image30.png]


, можно записать:

 

[image: image31.png]


, 

 (1.4.1)

 

      где Fx – проекция силы на направление х. Из (1.4.1) следует, что сила F пропорциональна х и всегда направлена к положению равновесия (поэтому ее и называют возвращающей силой). Период и фаза силы совпадают с периодом и фазой ускорения.

      Примером сил удовлетворяющих (1.4.1) являются упругие силы. Силы же, имеющие иную природу, но удовлетворяющие (1.4.1), называются квазиупругими. Квазиупругая сила
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 (1.4.2)

 

      где k – коэффициент квазиупругой силы.

[image: image33.png]e




      Сравнивая (1.4.1) и (1.4.2), видим, что  [image: image34.png]


.
      В случае прямолинейных колебаний вдоль оси х, проекция ускорения на эту ось [image: image35.png]


.

      Подставив выражения для ax и Fx во второй закон Ньютона, получим основное уравнение динамики гармонических колебаний, вызываемых упругими или квазиупругими силами:

                     [image: image36.png]


  или  [image: image37.png]m < +kx=0



;  [image: image38.png]


, тогда

 

[image: image39.png]


. 

 (1.4.3)

 

      Решением этого уравнения всегда будет выражение вида

[image: image40.png]= Asin( @ +dy)



,

      т.е. смещение груза под действием упругой или квазиупругой силы является гармоническим колебанием, происходящим по синусоидальному закону.
      Круговая частота незатухающих колебаний [image: image41.png]


, но, т.к. [image: image42.png]


, тогда [image: image43.png]


, отсюда

 

[image: image44.png]


, 

 (1.4.4)

 

      то есть чем больше жесткость пружины k, тем меньше период (больше частота), а чем больше масса, тем период колебаний больше.




Графики смещения, скорости и ускорения 
    
Энергия гармонических колебаний 
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	      Вычислим энергию тела массой m, совершающего гармонические колебания с амплитудой А и круговой частотой ω (рис. 1.1).

      Потенциальная энергия U тела, смещенного на расстояние х от положения равновесия, измеряется той работой, которую произведет возвращающая сила [image: image50.png]


, перемещая тело в положение равновесия.

                     [image: image51.png]U, 4= —Fdx= kndx




, отсюда [image: image52.png]U=k xdx



, или

 

[image: image53.png]


, 

 (1.5.1)

 

 

[image: image54.png]U:%}cA’ sin (@t + )




 (1.5.2)

 

       Например, баллистический маятник приходит в движение при попадании в него пули. 

      Кинетическая энергия
 

[image: image55.png]mt
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 (1.5.3)

 

      Заменив в (1.5.2) [image: image56.png]


 и сложив почленно уравнения (1.5.2) и (1.5.3), получим выражение для полной энергии:

[image: image57.png]E= U+K7§mmAz[smz(mt+a§n)+:os (at+a)]= 2mmA’



, или

 

[image: image58.png]


. 

 (1.5.4)

 

      Полная механическая энергия гармонически колеблющегося тела пропорциональна квадрату амплитуды колебания.
      В случае свободных незатухающих колебаний полная энергия не зависит от времени, поэтому и амплитуда  А  не зависит от времени.

      Из (1.5.2) и (1.5.3) видно, что и потенциальная U, и кинетическая K энергия пропорциональны квадрату амплитуды А2.

      Рассмотрим колебания груза под действием сил тяжести (рис. 1.4).
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Рис. 1.4

      Из рис. 1.4 и из формул (1.5.2) и (1.5.3) видно, что U и K изменяются периодически (при свободных незатухающих колебаниях). Однако период изменения энергии в два раза меньше, чем период изменения смещения скорости и ускорения. Это значит, что и кинетическая, и потенциальная энергия изменяются с частотой, которая в два раза превышает частоту смещения гармонического колебания. За время одного полного колебания U и K дважды достигают своих максимальных значений и дважды обращаются в нуль. Связано это с тем, что и U, и K пропорциональны квадрату косинуса и синуса фазы колебаний. 

      Максимум потенциальной энергии (1.5.2)   [image: image60.png]


.

      Максимум кинетической энергии [image: image61.png]


, но когда [image: image62.png]


     [image: image63.png]


 и наоборот. На рис. 1.5 представлены графики зависимости х, U и K от времени t.
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Рис. 1.5                                      Рис. 1.6

      При колебаниях, совершающихся под действием потенциальных (консервативных) сил, происходит переход кинетической энергии в потенциальную и наоборот, но их сумма в любой момент времени постоянна.

      На рис. 1.6 приведена кривая потенциальной энергии.

      Горизонтальная линия соответствует определенному значению полной энергии: [image: image66.png]


 Расстояние от этой линии до кривой равно кинетической энергии, а движение ограничено значениями х, заключенными в пределах от + А до – А. Эти результаты полностью согласуются с полным решением уравнения движения.




Уравнение динамики гармонических колебаний 
    
Гармонический осциллятор 
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Лекция 10 от 12 апреля  Конспект (Клинаев Юрий Васильевич)

5.1. Основные понятия

	1. Гармонический процесс
	 

	Колебательными называются процессы, которые повторяются через одинаковые промежутки времени. Колебательные явления различной физической природы подчиняются общим закономерностям и описываются одинаковыми уравнениями, что позволяет рассматривать их с единой точки зрения. В механических колебаниях через одинаковые промежутки времени, который называется периодом колебаний T, повторяется смещение тела S согласно некоторой периодической функции времени:
	 

	[image: image70.png]S(t+T)=5(1)




	(05.01)

	Простейший вид колебательного процесса - гармонические колебания, описываемые уравнением 
	 

	[image: image71.png]S(t)=Asin(wt+@,)




	(05.02)

	S 

Смещение тела от положения равновесия.

[image: image72.png]A=8 . =const>0




 Амплитуда колебаний, т. е. максимальное смещение от положения равновесия.

[image: image73.png]



Физическая величина, обратная периоду колебаний, называется частотой колебаний
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Циклическая или круговая частота колебаний,

[image: image75.png]P(t)=wt+ @,




Фаза гармонического процесса - аргумент синуса или косинуса.

[image: image76.png]@ =p(t=0)




Начальная фаза, фаза t = 0.
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	Можно дать геометрическое представление гармонических колебаний в виде зависимости проекции на некоторую ось точки. движущейся по окружности радиуса А с круговой частотой ω против часовой стрелки. Положение точки в произвольной момент времени определяется углом  φ, который меняется по закону
	 

	
	[image: image78.png]P(t)=wt+ @,




	

	
	Проекция точки на вертикальную ось меняется по закону.
	

	
	[image: image79.png]y(2)= Asin (et + @)




	


	2. Дифференциальное уравнение гармонических колебаний
	

	[image: image80.jpg]



	Рассмотрим некоторую физическую величину S, которая меняется по гармоническому закону
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	(05.03)
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	Возьмем от этого закона производную по времени 
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	(05.04)
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	Возьмем вторую производную по времени
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	(05.05)

	Сравнив выражения (05.03) и (05.05) получим:
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	Это выражение записанное в виде
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	(05.06)

	называется дифференциальным уравнением гармонических колебаний. Оно связывает колеблющуюся величину S с ее второй производной. Можно утверждать, что если S(t) изменяется согласно (05.03), то она удовлетворяет дифференциальному уравнению  (05.06). Верно и обратное утверждение: если какая либо физическая величина S(t) удовлетворяет уравнению (05.06), то она изменяется со временем по гармоническому закону (05.03)
	 


	3. Механические колебания.
	 

	Пусть некоторое тело смещается по оси х по гармоническому закону, (A=const, ω=const,  φ0=const) 
	 

	[image: image88.png]x=Asin(wt+ @, )




	(05.07)

	Скорость тела найдем как производную от х по времени
	 

	[image: image89.png]v= %:AHJCOS(H)I+%):AHJSiH[H)I+% +§j




	

	Как видно, скорость тела меняется также по гармоническому закону с той же частотой, но имеет фазу, отличающуюся от фазы смещения на π/2 . Обозначив
	

	[image: image90.png]v, = WA




	(05.08)

	как максимальное значение скорости, получим
	 

	[image: image91.png]v=v,cos(@wt+@,)




	(05.09)

	Ускорение определим как производную скорости по времени
	

	[image: image92.png]a:i—‘t]:—Amzsin(Her(pn):Anfsin(mt+(pn+/r)




	

	Ускорение тела меняется также по гармоническому закону с той же частотой, но имеет фазу, отличающуюся от фазы смещения на π . Обозначив
	 

	[image: image93.png]a,=o"A




	(05.10)

	как максимальное значение ускорения, получим
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	(05.11)

	Сравнивая (05.07) и (05.11), получим
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	(05.12)

	т.е. при гармоническом колебательном движении ускорение тела прямо пропорционально смещению и имеет противоположный ему знак.
	

	4.Энергия
	 

	Если колеблющееся тело имеет массу m, то кинетическая энергия может быть выражена с учетом выражения для скорости (05.09):
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	(05.13)

	Поскольку колебательное движение происходит с ускорением, то, согласно 2-му закону Ньютона и с учетом (05.12), на тело действует сила, равная
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	Обозначив
	

	[image: image98.png]



	(05.14)

	Получим
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	(05.15)

	Таким образом, для того, чтобы свободные колебания совершались по гармоническому закону, необходимо, чтобы сила, стремящаяся возвратить тело в положение равновесия, была пропорциональна смещению тела из положения равновесия и направлена в сторону, противоположную смещению. Такой вид имеет сила упругости. Поэтому силы любой другой физической природы, удовлетворяющие этому условию, называются квазиупругими.
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	Потенциальная энергия упругой деформации с учетом (05.14) равна
	

	
	[image: image101.png]



	(05.16)

	
	Учтем временную зависимость смещения от времени (05.07)
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	(05.17)

	
	Полная механическая энергия, являющаяся суммой кинетической и потенциальной энергии, находится как сумма выражений  (05.13) и (05.17) 
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	(05.18)

	Таким образом, в процессе колебание происходит взаимопревращение кинетической и потенциальных энергий, но суммарная механическая энергия остается постоянной величиной 
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	Примером квазиупругой силы является составляющая силы тяжести, действующее на тело в параболической  ямке. Пусть профиль ямки представляет собой параболу 
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	(05.19)

	
	где b > 0 – коэффициент пропорциональности.
	

	Потенциальной энергия тела массой m пропорциональна квадрату смещения тела из положения равновесия :
	

	[image: image106.png]U=mg -y=mgh x*




	(05.20)

	Составляющая силы тяжести, действующее на тело в параболической  ямке находится исходя из связи потенциальной энергии и потенциальной силы (03.24) является квазиупругой силой 
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	(05.21)

	В процессе колебания в отсутствие затухания полная энергия колебательной системы остается неизменной, потенциальная энергия достигает максимума при максимальном отклонении тела от положения равновесия, а кинетическая энергия принимает максимальное значение при прохождении тела через положение равновесия.
	


Сводка формул:
5.1. Основные понятия

	1. Гармонический процесс
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	Амплитуда
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Частота
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Циклическая частота
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Фаза
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Начальная фаза
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	2. Дифференциальное уравнение гармонических колебаний
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	3. Механические колебания
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	4. Энергия
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(5) Колебательное движение

5.2. Гармонический осциллятор

	1. Дифференциальное уравнение гармонического осциллятора
	 

	Гармоническим осциллятор называется физическая система, поведение которой описывается дифференциальным уравнением гармонических колебаний (05.06):
	 

	[image: image138.png]



	 

	Рассмотрим некоторые механические колебательные системы
	 

	2. Пружинный маятник
	 

	[image: image139.jpg]



	Если груз массой m подвешен на пружине, то в положении равновесия сила тяжести уравновешена силой упругости пружины жесткостью k, которая растянута на величину L:
	 

	
	[image: image140.png]mg—kL=0




	(05.22)

	
	Если пружину дополнительно растянуть на расстояние х, то равнодействующая сила F, действующая на тело равная:
	 

	
	[image: image141.png]F=mg—k(L+%)




	 


	Учитывая выражение (05.22) получим
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	(05.23)

	Запишем для тела 2-ой закон Ньютона
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	Учитывая направление векторов и определение ускорения перепишем выражение в скалярном виде:
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	После арифметических преобразований получим уравнение
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	Сравнивая это выражение с дифференциальным уравнением гармонических колебаний, видно их совпадение, если обозначить:
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	(05.24)

	
	Частота ω называется собственной частотой колебательной системы. Период T гармонических колебаний груза на пружине равен 
	 

	
	[image: image148.png]T:27z\/E
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	(05.25)

	Следует обратить внимание на то, что физические свойства колебательной системы определяют только собственную частоту колебаний ω или период T. Такие параметры процесса колебаний, как амплитуда А и начальная фаза φ0, определяются способом, с помощью которого система была выведена из состояния равновесия в начальный момент времени.
	 


	2.Параболическая яма
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Hox




	Рассмотрим  ямку, профиль которой представляет собой параболу
	 

	
	[image: image150.png]



	 

	
	где b > 0 – коэффициент пропорциональности
	 

	Потенциальная энергия находящегося в ямке тела массой m зависит от смещения от центра ямки х
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	Составляющая силы тяжести, действующее на тело в параболической ямке находится исходя из связи потенциальной энергии и потенциальной силы (03.24) является квазиупругой силой
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	Запишем для тела 2-ой закон Ньютона и разделим обе части равенства на m
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	После элементарного преобразования получим уравнение типа дифференциального уравнения гармонического колебания
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	(05.26)

	Из сравнивая этих уравнений следует выражение для циклической частоты колебаний тела в параболической ямке 
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	(05.27)

	и периода колебаний
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	(05.28)


	Гармонический осциллятор + демонстрация
	


 HYPERLINK "http://ens.tpu.ru/POSOBIE_FIS_KUSN/Колебания%20и%20волны.%20Геометрическая%20и%20волновая%20оптика/01-6.htm" \l "#" 
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	     Математическим маятником называется идеализированная система, состоящая из невесомой нерастяжимой нити, на которую подвешена масса, сосредоточенная в одной точке (шарик на длинной тонкой нити). 

Используйте клавиши, размещенные в панели демонстрационного окна, 
для просмотра других изображений и пояснений. 


       Для доступа к еще одной демонстрации математического маятника подведите курсор к выделенному здесь тексту. 
 Вызвать демонстрацию!

       Колебания гармонического осциллятора являются важным примером периодического движения и служат точной или приближенной моделью во многих задачах классической и квантовой физики. Примерами гармонического осциллятора являются: пружинный, математический и физический маятники, а также колебательный контур (для малых токов и напряжений). 

     Пружинный маятник – это груз массой m, подвешенный на абсолютно упругой пружине с жесткостью k, совершающий гармонические колебания под действием упругой силы [image: image159.png]


 (рис. 1.7).

Уравнение движения маятника:
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Из сравнения выражений (1.4.3) и (1.6.1) следует, что пружинный маятник совершает гармонические колебания по закону [image: image162.png]x= Acos(@t + )



 с циклической частотой ω и периодом Т, где
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;      [image: image164.png]


.
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Рис. 1.7

Эти формулы справедливы для упругих колебаний в пределах, когда выполняется закон Гука, т.е. когда масса пружины мала по сравнению с массой тела и ее деформация не превышает предела упругости.




Энергия гармонических колебаний 
    
Представление гармонических колебаний 
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Сводка формул:
5.2. Гармонический осциллятор

	1. Дифференциальное уравнение гармонического осциллятора
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	2. Пружинный маятник
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	3. Параболическая яма
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5.3. Физический маятник

	1. Дифференциальное уравнение физического маятника
	 

	Напомним дифференциальным уравнением гармонических колебаний (05.06):
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	Основной закон вращательного движения (04.09):
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	Теорему Штейнера (04.16):
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	Физическим маятником называется любое тело, насаженное на горизонтальную ось вращения, проходящую выше центра тяжести, и способное совершать в поле тяготения свободные колебания. В положении устойчивого равновесия центр масс физического маятника находится ниже оси вращения на вертикали, проходящей через ось.
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	При отклонении маятника на угол φ возникает момент силы тяжести, стремящийся возвратить маятник в положение равновесия. Ограничимся отклонением на малые углы. Обозначим расстояния от оси до центра тяжести а. Сила тяжести будет создавать возвращающий момент ( для малых углов sin φ  φ)
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	(05.29)

	
	Знак «минус» в этой формуле означает, что момент сил стремится повернуть маятник в направлении, противоположном его отклонению из положения равновесия или, что то же самое, вектора вращающего момента и угла поворота направлены в противоположные стороны. Исходя из основного закона вращательного движения (04.09) и определения углового ускорения (01.17 стр. 06 ) получим
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	После арифметических преобразований получим дифференциальное уравнение гармонических колебаний физического маятника
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	(05.30)

	Сравнивая его с общим видом дифференциального уравнения гармонических колебаний (05.06), получим выражения для циклической частоты и периода колебаний физического маятника :
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	(05.31)
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	(05.32)

	Теорема Штейнера позволяет определить зависимости от а (расстояния от оси до центра тяжести)  циклической частоты
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	(05.33)


	и периода колебаний:
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	(05.34)

	2. Период колебаний некоторых физических маятников
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	Рассмотрим в качестве физического маятника стержень, момент инерции относительно центра тяжести равен:
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	Период T гармонических колебаний этого маятника равен
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	(05.35)
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	Рассмотрим в качестве физического маятника диск, момент инерции относительно центра тяжести равен:
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	Период T гармонических колебаний этого маятника равен
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	(05.36)
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	Рассмотрим в качестве физического маятника обруч, момент инерции относительно центра тяжести равен:
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	Период T гармонических колебаний этого маятника равен
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	(05.37)

	Самостоятельно вывести формулы для
	 

	1. Шара 

2. Сферы 
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	2. Период колебаний некоторых физических маятников

	
	


	Тело
	Момент инерции
	Период колебания

	Стер-
жень
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	Диск
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	Обруч
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5.4. Математический маятник

	1. Математический маятник
	 

	Математическим маятником называют тело небольших размеров, подвешенное на тонкой нерастяжимой нити длиной ℓ, масса которой пренебрежимо мала по сравнению с массой тела.
	 

	[image: image221.jpg]



	Математический маятник можно считать частным случаем физического маятника, момент инерции которого равен:
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	а расстояние от точки подвеса до центра тяжести равно:
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	Подставив эти значения в выражение для собственной частоты для физического маятника (05.31), получим
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	(05.38)

	
	Период колебания математического маятника равен:
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	(05.39)


2. Приведенная длина физического маятника
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	Приведенной длиной физического маятника называется длина такого математического маятника, период колебания которого равен периоду колебания данного физического маятника. Сравнивая формулы для периодов колебаний этих маятников (05.32) и (05.39), получим выражение для приведенной длины:
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	(05.40)

	
	По теореме теореме Штейнера момент инерции можно выразить через момент инерции относительно оси, проходящей через центр масс  маятника и параллельной оси вращения: 
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	С учетом этого выражения получим зависимость приведенной длины физического маятника от расстояние от точки подвеса до центра тяжести а
	 

	[image: image229.png]Y ta

L,=




	(05.41)

	Обратим внимание на нелинейный характер этой зависимости: функция достигает бесконечности при а равном нулю и бесконечности и, следовательно, в промежутке имеет минимум
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	Циклическая частота
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	2. Приведенная длина физического маятника
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 (5) Механические колебания
5.5. Затухающие колебания

	1. Дифференциальное уравнение затухающих колебаний
	 

	В отсутствие сил трения в колебательной системе действует только квазиупругая сила:
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	В реальных условиях любая колебательная система находится под воздействием сил трения (сопротивления). При этом часть механической энергии превращается во внутреннюю энергию теплового движения атомов и молекул, и колебания становятся затухающими. В наиболее часто встречающихся случаях сила трения пропорциональна величине скорости
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	Здесь b - коэффициент трения. Знак минус обусловлен тем, что сила и скорость имеют противоположные направления. Уравнение второго закона Ньютона при наличии сил сопротивления имеет вид:
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	Перепишем уравнение в виде
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	Применив обозначения 
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	получим уравнение
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	(05.42)

	которое описывает затухающие колебания системы.
	 


	2. Решение дифференциального уравнения
	 

	Отметим, что ω0 представляет собой ту частоту, с которой совершались бы свободные колебания системы в отсутствие сопротивления среды. Эту частоту называют собственной частотой системы. Решение уравнения (05.42) имеет вид (без вывода) 
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	(05.43)
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	В соответствии с видом функции движение системы можно представить как гармонические колебания частоты ω
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,
	(05.44)

	
	которая меньше частоты собственных колебаний, и амплитудой, меняющейся по закону:
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	(05.45)

	Скорость затухания колебаний определяется величиной β, которую называют коэффициентом затухания. Период колебаний определятся выражением: 
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	(05.46)


	Отношение значений амплитуд, соответствующих моментам времени, отличающимся на период, называется декрементом затухания
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	(05.47)

	Логарифм декремента затухания называется логарифмическим декрементом затухания 
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	(05.48)

	Тогда закон убывания амплитуды со временем можно записать
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	(05.49)

	Пусть за время τ, за которое амплитуда уменьшится в е раз, система успевает совершить колебаний:
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	(05.50)

	из условия
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	получается
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	(05.51)

	Следовательно логарифмический  декремента затухания обратен по величине числу колебаний, совершенных за то время, за которое амплитуда уменьшится в е раз. Важной характеристикой колебательной системы, совершающей свободные затухающие колебания, является добротность Q. Этот параметр определяется как число N полных колебаний, совершаемых системой за время затухания τ, умноженное на π
	 

	[image: image257.png]



	(05.52)

	Можно показать, что добротность равна отношению энергии колебательной системы к её изменению за период и умноженное на 2π
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	Свободные затухающие механические колебания 
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	См. Презентацию: 
3ppt__для Л_9+10+11+12+13_Свободные затухающие механические колебания_3_КлинаевЮВ- копия.ppt
	. 

	      Все реальные колебания являются затухающими. Энергия механических колебаний постепенно расходуется на работу против сил трения и амплитуда колебаний постепенно уменьшается (затухает).
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      Во многих случаях в первом приближении можно считать, что при небольших скоростях силы, вызывающие затухание колебаний, пропорциональны величине скорости (например маятник). Тогда сила трения (или сопротивления)
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,
      где r – коэффициент сопротивления, [image: image263.png]


 – скорость движения.

      Запишем второй закон Ньютона для затухающих прямолинейных колебаний вдоль оси x:

[image: image264.png]


,

      где kx – возвращающая сила, rυx – сила трения. Это уравнение можно переписать:
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, отсюда следует:  [image: image266.png]


.

      Введем обозначения:    [image: image267.png]o



;    [image: image268.png]


.

      Тогда однородное дифференциальное уравнение второго порядка, описывающее затухающее колебательное движение, запишем так:
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 (3.1.1)

 

      Решение уравнения (3.1.1) имеет вид (при [image: image270.png]


):

 

[image: image271.png]
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 (3.1.2)

 

      Здесь А0 и φ0 определяются из краевых условий задачи (начальных и граничных), а β и ω – из самого уравнения.

      Найдем круговую частоту ω. Здесь она уже не равна [image: image272.png]@ (@ ay)



.

      Для этого найдем первую и вторую производные от x:
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      Подставим эти значения в (3.1.1) и сократим на [image: image275.png]


:
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.
      Сократим на [image: image278.png]cos(a@t+¢)



 и выразим ω:
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,

       [image: image280.png]


,

      где ω0 – круговая частота собственных колебаний (без затухания);       ω – круговая частота свободных затухающих колебаний. Из этого выражения ясно, почему решение (3.1.1) будет только при [image: image281.png]


.

      Для колебаний под действием различных сил (квазиупругих) значения ω, β, ω0 будут различными. Например, для колебаний под действием упругой силы
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;   [image: image284.png]



      Затухающие колебания представляют собой непериодические колебания, так как в них не повторяется, например, максимальное значение амплитуды. Поэтому называть ω – циклической (повторяющейся, круговой) частотой можно лишь условно. По этой же причине и
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      называется условным периодом затухающих колебаний.




Фигуры Лиссажу 
    
Коэффициент затухания и декремент затухания 
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	Коэффициент затухания и логарифмический декремент затухания 
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	      Найдем отношение значений амплитуды затухающих колебаний в моменты времени t и [image: image291.png]t+T



 (рис. 3.1):
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,

      где β – коэффициент затухания.
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Рис. 3.1

      Натуральный логарифм отношения амплитуд, следующих друг за другом через период Т, называется логарифмическим декрементом затухания  χ:
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.

      Выясним физический смысл χ и β.

      Время релаксации τ – время, в течение которого амплитуда А уменьшается в   e    раз.
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  отсюда    [image: image297.png]


    [image: image298.png]Y-




      Следовательно, коэффициент затухания β есть физическая величина, обратная времени, в течение которого амплитуда уменьшается в е раз.
      Пусть N число колебаний, после которых амплитуда уменьшается в e  раз. Тогда
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                  [image: image300.png]=
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.

      Следовательно, логарифмический декремент затухания χ есть физическая величина, обратная числу колебаний, по истечении которых амплитуда А уменьшается в e раз.
      Если χ = 0,01, то N = 100.

      При большом коэффициенте затухания происходит не только быстрое уменьшение амплитуды, но и заметно увеличивается период колебаний. Когда сопротивление становится равным критическому [image: image303.png]


, а [image: image304.png]


 то круговая частота обращается в нуль ( [image: image305.png]


), а ( [image: image306.png]


), колебания прекращаются. Такой процесс называется апериодическим (рис. 3.2).
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Рис. 3.2

      Отличия в следующем. При колебаниях тело, возвращающееся в положение равновесия, имеет запас кинетической энергии. В случае апериодического движения энергия тела при возвращении в положение равновесия оказывается израсходованной на преодоление сил сопротивления, трения.




Свободные механические колебания 
    
Вынужденные механические колебания 



	[image: image310.png]





Сводка формул:
5.5. Затухающие колебания

	1. Дифференциальное уравнение затухающих колебаний
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	2. Решение дифференциального уравнения
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	Логарифмический декремент затухания
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	Добротность
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Следующая,  Лекция 13– 03 мая 
(Сложение колебаний. Вынужденные колебания.)

Лекция 13.1 от  03 мая  Конспект (Клинаев Юрий Васильевич)

5.6. Сложение колебаний

	1. Метод векторных диаграмм
	 

	Решение ряда задач, в частности сложение колебаний одинакового направления, облегчается, если представлять колебания в виде проекции на некоторую ось вектора длиной А, вращающегося с круговой частотой ω против часовой стрелки. Это представление называется векторной диаграммой. Проекции в момент времени t определяется углом φ, называемого фазой колебаний.
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	 Рассмотрим сложение двух гармонических колебаний одинаковых частот и направлений. Представим колебания с помощью векторов А1 и А2. Запишем для них выражения для фазы и проекции на вертикальную ось для первого вектора:
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	где φ01 - начальная фаза колебаний. Проекция вектора на вертикальную ось меняется по закону.
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	и соответственно для второго колебания фаза:
	

	
	[image: image334.png]P, =w-t+ @y




	

	
	[image: image335.png]S, = 4,sing,




	 

	
	По правилам сложения векторов результирующий вектор А равен
	 

	
	[image: image336.png]N
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	Проекция вектора A на ось у равна сумме проекций A1 и А2 
	 

	
	[image: image337.png]A=A, +4,=





 INCLUDEPICTURE "http://tfi.sstu.ru/Lek_Fiz1/LecM_5/F/M5_86.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image338.png]A sing + A, sing,




	 

	Результирующему колебанию соответствует вектор А, который вращается с той же угловой скоростью, что и вектора А1 и А2  Модуль вектора А найдем из рисунка, используя теорему косинуса 
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	(05.54)

	Сдвиг фазы результирующего колебания определяется выражением
	 

	[image: image340.png]P, =P =0+ P, — DE— Py, =





 INCLUDEPICTURE "http://tfi.sstu.ru/Lek_Fiz1/LecM_5/F/M5_90.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image341.png](@oz — P ) =ap,




	

	Тогда выражение для амплитуды (05.54) результирующего колебания примет вид
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	(05.55)

	Начальный сдвиг фазы результирующего колебания определяется выражением
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	(05.56)

	[image: image344.jpg]



	Если начальный сдвиг фаз равен нулю (синфазные колебания)
	 

	
	[image: image345.png]



	 

	
	 амплитуда результирующего колебания равна сумме амплитуд слагаемых колебаний 
	 

	
	[image: image346.png]A=14,- 4,




	(05.57)

	[image: image347.jpg]



	Когда начальный сдвиг фаз равен π (противофазные колебания)
	 

	
	[image: image348.png]INy




	 

	
	амплитуда результирующего колебания равна разности амплитуд слагаемых колебаний 
	 

	
	[image: image349.png]A=14,- 4,




	(05.58)


	Сложение гармонических колебаний одного направления и одинаковой частоты. Биения 
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	      Пусть точка одновременно участвует в двух гармонических колебаниях одинакового периода, направленных вдоль одной прямой.

      Сложение колебаний будем проводить методом векторных диаграмм (рис. 2.2). Пусть колебания заданы уравнениями

 

[image: image352.png]x =4 cos(a@t +@)



 и [image: image353.png]x, = Aycos(@t+gy)




 (2.2.1)

 

[image: image354.jpg]



Рис. 2.2

      Отложим из точки О вектор [image: image355.png]


 под углом φ1 к опорной линии и вектор [image: image356.png]


 под углом φ2. Оба вектора вращаются против часовой стрелки с одинаковой угловой скоростью ω, поэтому их разность фаз не зависит от времени ( [image: image357.png]& — ¢ = const



). Такие колебания называют когерентными.

      Нам известно, что суммарная проекция вектора [image: image358.png]


 равна сумме проекций на эту же ось. Поэтому результирующее колебание может быть изображено вектором амплитуды [image: image359.png]


, вращающимся вокруг точки О с той же угловой скоростью ω, что и [image: image360.png]


, и [image: image361.png]


. Результирующее колебание должно быть также гармоническим с частотой ω:

[image: image362.png]x= Acos(@t + )



.
      По правилу сложения векторов найдем суммарную амплитуду:
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      Результирующую амплитуду найдем по формуле

 

[image: image364.png]A= A+ A 244 cos(d, — )



. 

 (2.2.2)

 

      Начальная фаза определяется из соотношения

 

[image: image365.png]_AsingtAsing
ef= Acosd+4 cos gy



. 

 (2.2.3)

 

      Таким образом, тело, участвуя в двух гармонических колебаниях одного направления и одинаковой частоты, совершает также гармоническое колебание в том же направлении и с той же частотой, что и складываемые колебания.

      Из (2.2.2) следует, что амплитуда А результирующего колебания зависит от разности начальных фаз [image: image366.png]


. Возможные значения А лежат в диапазоне [image: image367.png]| A -A s A4+ A



 (амплитуда не может быть отрицательной).

      Рассмотрим несколько простых случаев.
       1.     Разность фаз равна нулю или четному числу π, то есть [image: image368.png]$-g=2m



, где [image: image369.png]0,1, £2, £3,



. Тогда [image: image370.png]cos(gh— ) =1



 и

 

[image: image371.png]A=A+ 4,



, 

 (2.2.4)

 

      так как [image: image372.png]JE v 288 = AT 4Y =444




, т.е. амплитуда результирующего колебания А равна сумме амплитуд складываемых колебаний (колебания синфазны) (рис. 2.3).

[image: image373.jpg]



Рис. 2.3

      2. Разность фаз равна нечетному числу π, то есть [image: image374.png]& —d =m(2n+1)



, где [image: image375.png]0,1, £2, £3,



. Тогда [image: image376.png]cos(dh— ) =



. Отсюда

 

[image: image377.png]A=|4- 4|



. 

 (2.2.5)

 

      На рис. 2.4 изображена амплитуда результирующего колебания А, равная разности амплитуд складываемых колебаний (колебания в противофазе). 

[image: image378.jpg]



Рис. 2.4

      3. Разность фаз изменяется во времени произвольным образом:

 

[image: image379.png]5 =4 coslait + 4 O],
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 (2.2.6)

 

      Из уравнения (2.2.6) следует, что [image: image380.png]A+ const



 и будет изменяться в соответствии с величиной [image: image381.png]cos(dh — )



. Поэтому при сложении некогерентных колебаний не имеет смысла говорить о сложении амплитуд, но в некоторых случаях наблюдаются вполне определенные закономерности. Для практики особый интерес представляет случай, когда два складываемых колебания одинакового направления мало отличаются по частоте. В результате сложения этих колебаний получаются колебания с периодически изменяющейся амплитудой.

      Периодические изменения амплитуды колебания, возникающие при сложении двух гармонических колебаний с близкими частотами, называются биениями. Строго говоря, это уже не гармонические колебания.

      Пусть амплитуды складываемых колебаний равны А, а частоты равны ω и [image: image382.png]a+ha



, причем [image: image383.png]A@ <<@



. Начало отсчета выбираем так, чтобы начальные фазы обоих колебаний были равны нулю:

[image: image384.png]x = Acos at;




[image: image385.png]cos(@+A@)t.




      Сложим эти выражения, пренебрегая  [image: image386.png]


,  так как [image: image387.png]49, cc2an
P



.

 

[image: image388.png]x= Alcos at +cos(@+A @)= (ZAEOSATmt)cosmt



. 

 (2.2.7)

 

      Результирующее колебание (2.2.7) можно рассматривать как гармоническое с частотой ω и амплитудой Аб, которая изменяется по следующему периодическому закону:

 

[image: image389.png]


; 

 (2.2.8)

 

[image: image390.png]x= A cosat



.

      Характер зависимости (2.2.8) показан на рис. 2.5, где сплошные жирные линии дают график результирующего колебания, а огибающие их – график медленно меняющейся по уравнению (2.2.7) амплитуды.

[image: image391.jpg]



Рис. 2.5

      Определение частоты тона (звука определенной высоты) биений между эталонным и измеряемым колебаниями – наиболее широко применяемый на практике метод сравнения измеряемой величины с эталонной. Метод биений используется для настройки музыкальных инструментов, анализа слуха и т.д.

      Вообще, колебания вида [image: image392.png]= A(f) cos| @t +¢(t))




 называются модулированными. Частные случаи: амплитудная модуляция и модулирование по фазе или частоте. Биение – простейший вид модулированных колебаний.
      Любые сложные периодические колебания [image: image393.png]=f@



 можно представить в виде суперпозиции одновременно совершающихся гармонических колебаний с различными амплитудами, начальными фазами, а также частотами, кратными циклической частоте ω:

[image: image394.png]S(t):/(t):%wﬁ, Cos(@+ ) +4, cos(2at + ) +...+ 4, cos(mar +,)



.

      Представление периодической функции в таком виде связывают с понятием гармонического анализа сложного периодического колебания, или разложения Фурье (то есть представление сложных модулированных колебаний в виде ряда (суммы) простых гармонических колебаний). Слагаемые ряда Фурье, определяющие гармонические колебания с частотами ω, 2ω, 3ω, ..., называются первой (или основной), второй, третьей и т.д. гармониками сложного периодического колебания.




Представление гармонических колебаний 
    
Сложение взаимно перпендикулярных колебаний 



	[image: image397.png]





Сводка формул:
[image: image398.png]



5.6. Сложение колебаний

	1. Метод векторных диаграмм 
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	Сложение колебаний одинаковых направлений и частот
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Лекция 13.2 Конспект СРС от  03 мая  ( Клинаев Юрий Васильевич)

5.7. Вынужденные колебания

	1. Дифференциальное уравнение вынужденных колебаний


	 

	Колебания, совершающиеся под воздействием внешней периодической силы, называются вынужденными. Внешняя сила совершает положительную работу и обеспечивает приток энергии к колебательной системе. Она не дает колебаниям затухать, несмотря на действие сил трения. Рассмотрим случай, когда внешняя сила, изменяющаяся по гармоническому закону с частотой Ω, воздействует на реальный физический маятник с собственной частотой колебания ω0. Установившиеся вынужденные колебания всегда происходят на частоте Ω внешней силы. Без воздействия внешней силы маятник описывается дифференциальным уравнением затухающих колебаний (05.42)
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	Пусть на этот маятник действует  внешняя сила, меняющаяся по закону
	 

	
	[image: image417.png]F =F sin(Qt+@,)




	(05.59)

	
	где F0-амплитуда силы. Обозначим переменную f  как силу, деленную на массу маятника 
	 

	
	[image: image418.png]



	 

	
	Выражение (05.59) с учетом этого обозначения примет вид
	 

	
	[image: image419.png]f:fosin(QZJr%)




	 

	С учетом внешней силы уравнение (05.59) для маятника перепишем в виде
	 

	[image: image420.png]Z
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	(05.60)

	Это уравнение называется дифференциальным уравнением вынужденных колебаний
	 

	2. Решение уравнения
	 

	В математике показано, что, если в правой части уравнения  слагаемое меняется по гармоническому закону с частотой Ω, то и в левой части уравнения слагаемые меняются с такой же частотой. Поэтому решение уравнения (05.60) будем искать в виде:
	 

	[image: image421.png]S:SOSin(Ql)




	(05.61)

	Найдем значения слагаемых в левой части уравнения (05.60)
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	В левой части уравнения (05.60) стоит сумма трех колебаний. Для нахождения амплитуды результирующего колебания воспользуемся методом векторных диаграмм
	 

	
	[image: image426.png]S;+8,+8 =8,




	(05.62)

	
	Если направить вектор S1 по оси х, то вектор S2, 
	 

	опережающий S1 на π/2 будет направлен по оси у, а .вектор S3,  опережающий S1 на π будет направлен по оси -х. Модуль вектора результирующего колебания найдем по правилам векторного сложения
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	(05.63)

	Из уравнений (05.63), (05.62), (05.63) и рисунка найдем амплитуду установившихся вынужденных колебаний S0 
	 

	[image: image428.png]5 - So




	(05.64)

	и сдвиг фаз между силой и установившимися колебаниями 
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@~

(s)





	(05.65)

	которые зависят от соотношений частот  Ω и ω0, коэффициента затухания β
	 

	                                                                     3. Резонанс
	 

	Если частота внешней силы Ω приближается к частоте Ωр, возникает резкое возрастание амплитуды вынужденных колебаний. Это явление называется резонансом. Зависимость амплитуды вынужденных колебаний от частоты Ω вынуждающей силы называется резонансной характеристикой или резонансной кривой.
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	При Ω = 0 получим 
	 

	
	[image: image431.png]



	(05.66)

	
	статическое смещение маятника при действии постоянной силы. При Ω = ∞ S0  → 0.Найдем частоту установившихся колебаний Ωр, при которой амплитуда S0 достигает максимума. Из выражения (05.64) следует, это происходит при минимальном подкоренном выражении, стоящем в знаменателе.
	 

	Из условия экстремума 
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	Найдем Ωр
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	(05.67)

	Подставим в (05.64) значение резонансной частоты и получим значение амплитуды при резонансе
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	(05.68)

	где ω - частота затухающих колебаний см (05.44). При резонансе амплитуда колебания маятника может во много раз превосходить смещение маятника , вызванного внешней силой, равной амплитуде внешней силы. В отсутствие трения амплитуда вынужденных колебаний при резонансе должна неограниченно возрастать. В реальных условиях амплитуда установившихся вынужденных колебаний определяется условием: работа внешней силы в течение периода колебаний должна равняться потерям механической энергии за то же время из-за трения. Чем меньше трение (т. е. чем выше добротность Q колебательной системы), тем больше амплитуда вынужденных колебаний при резонансе. При увеличении коэффициента затухания пик резонансной кривой сглаживается.
	 


	 Вынужденные механические колебания 
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	      Рассмотрим систему, на которую, кроме упругой силы (– kx) и сил сопротивления (– rυ), действует добавочная периодическая сила F – вынуждающая сила. Для колебаний вдоль оси x запишем:
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      – основное уравнение колебательного процесса, или
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, 

 (3.3.1)

 

      где fx = Fx/m – вынуждающая сила, изменяющаяся по гармоническому закону:

[image: image440.png]Fycos at.




      Через некоторое время после начала действия вынуждающей силы колебания  системы  будут  совершаться  с  частотой  вынуждающей  силы ω. 

[image: image441.png]=




       Уравнение установившихся вынужденных колебаний: 

 

[image: image442.png]


. 

 (3.3.2)

 

      Наша задача найти амплитуду А и разность фаз φ между смещением вынужденных колебаний и вынуждающей силой.

      Обратим внимание на то, что скорость на π/2 опережает смещение, а ускорение на π/2 опережает скорость (см. п. 1.3).

      Из (3.3.2) получим:

 

[image: image443.png]= @dcos(at +¢)



, 

 (3.3.3)
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. 

 (3.3.4)

 

      Преобразуем и (3.3.2) через косинус:

 

[image: image445.png]x= Acos(@ + g+7/ 2)



. 

 (3.3.5)

 

      Обозначим [image: image446.png]a=¢-mi2



 – угол между смещением и вынуждающей силой.

      Подставим (3.3.3), (3.3.4) и (3.3.5) в (3.3.1):

[image: image447.png]m’Acos[mﬁ@ +§]+2ﬁmA:os(u+¢)+m§Acos[u+¢—
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      Каждое слагаемое последнего уравнения можно представить в виде соответствующего вращающегося вектора амплитуды: 

       [image: image449.png]


 – амплитуда ускорения; [image: image450.png]A =280



 – амплитуда скорости; [image: image451.png]


 – амплитуда смещения; [image: image452.png]A =FyimA



 – амплитуда вынуждающей силы, причем [image: image453.png][4]> |4



 

               Вектор амплитуды силы найдем по правилу сложения векторов:

[image: image454.png]


.
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Рис. 3.3

      Из рис. 3.2  видно, что [image: image456.png]A=(4-4)P+4



. Найдем амплитуду А:

[image: image457.png]RN k)

YR oy
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 (3.3.7)

 

      Таким образом, [image: image459.png]A~Fim



 и [image: image460.png]~18



.

      При постоянных F0, m и β  амплитуда зависит только от соотношения круговых частот вынуждающей силы ω и свободных незатухающих колебаний системы ω0. 

      Начальную фазу вынужденных колебаний можно найти из выражения

 

[image: image461.png]



 (3.3.8)

 

      Из рис. 3.3 видно, что сила опережает смещение на угол, который определяется из выражения

[image: image462.png]ga=
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.

      Проанализируем выражение (3.3.7).

      1) [image: image463.png]


 (частота вынуждающей силы равна нулю), тогда

[image: image464.png]A=Fyima,




      – статическая амплитуда (колебания не совершаются).

      2) [image: image465.png]


 (затухания нет). С увеличением ω (но при [image: image466.png]@ <@,



) амплитуда растет и при [image: image467.png]


 резко возрастает ( [image: image468.png]


). Это явление называется резонанс. При дальнейшем увеличении ω ( [image: image469.png]@@



) амплитуда опять уменьшается (рис. 3.4).

[image: image470.jpg]



Рис. 3.4

      3) [image: image471.png]


 Амплитуда будет максимальна при минимальном значении знаменателя. Для нахождения точки перегиба возьмем первую производную по ω от подкоренного выражения (3.3.7) и приравняем ее к нулю:
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      4ω ≠ 0, следовательно, выражение в скобках равно нулю:

[image: image473.png]


, отсюда

 

[image: image474.png]


, 

 (3.3.9)

 

      где ωрез – резонансная частота.

      Явление возрастания амплитуды вынужденных колебаний при приближении частоты вынуждающей силы к ωрез называется резонансом.

      Для консервативной системы, т.е. [image: image475.png]


 из (3.3.9) следует [image: image476.png]


; для диссипативной ωрез несколько меньше собственной круговой частоты ω0 (рис. 3.4). 

      С увеличением коэффициента затухания β явление резонанса проявляется все слабее и исчезает при [image: image477.png]Hle



.




Коэффициент затухания и декремент затухания 
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Сводка формул:
5.7. Вынужденные колебания

	1. Дифференциальное уравнение вынужденных колебаний
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	2. Решение уравнения
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	3. Резонанс
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